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Introduction

P A l'ceil nu, la matiére semble continu (sans variation brutale de propriétés).
P Contradiction avec la physique microscopique (matériau majoritairement constitué de vide).

» Travail sur de "gros" points de mesure (moyenne statistique sur un petit temps et un petit espace).

Mécanique des Milieux Continus : rapprochement de la mécanique des fluides et de la mécaniques des
solides.

Grandes transformations

> Hypothese des petites perturbations pas toujours valables (de petites déformations peuvent induire
de grands déplacements).

> Les déformations peuvent étre effectivement importantes (instabilités de structures, dynamique
rapide, fluage, mise en forme).
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Conventions d’écriture et rappels

Par défaut, toutes les quantités sont exprimées dans un repére cartésien.

Scalaire

Vecteur

Tenseur d’ordre 2

Tenseur d’ordre 4

Produit scalaire

Produit simplement contracté
Produit doublement contracté
Norme d’un vecteur

Norme d’un tenseur d’ordre 2
Symbole de Kronecker

Trace d'un tenseur d’ordre 2
Gradient d’un tenseur
Divergence d'un tenseur
Produit vectoriel

a

a

A

A

a-b:a,-bi
A-B=AyBy
A ZB:AijB,'j
llal| = va-a
[[Al|=VA:A

Toud;=0sii#jetlsii=j
l‘}’(A) =A;=A:1

dA =grad(A)-dM

div(T) =grad(T) : 1
z=xA\y=H:(xQy)
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o Cinématique des Milieux Continus
@ Description du mouvement
@ Tenseurs de déformation
@ Objectivité des tenseurs

e Mécanique des Milieux Continus
@ Tenseurs de contrainte
@ Lois de conservation
@ Dérivées objectives de contrainte

© Lois de Comportement
@ Thermique
@ Hyperélasticité
@ Hypoélasticité
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Cinématique des Milieux Continus ion du mouvement

e déformation

s tenseurs

o Cinématique des Milieux Continus
@ Description du mouvement
@ Tenseurs de déformation
@ Objectivité des tenseurs

G. Helbert 5/45



Cinématique des Milieux Continus Description du mouvement
Ter formation
Objec

ment (descriptions eulérienne/lagrangienne)

Soit (e1,e2,e3) un systéme de coordonnées cartésien.

Configuration de référence (domaine non déformé Q)

X() = Xp;€; xp; : coordonnée matérielles / lagrangiennes

@ Identifier les particules.

@ Référence pour caractériser la transformation du
systéme.

Configuration actuelle (domaine déformé Q)

5 . . . ( ( X = X;je; x;:coordonnée spatiales / eulériennes
Configurations déformée et non déformée s ! p

Transformation

X = .)C(.X()7 t) Application continue, différentiable et inversible Xo) = x(xo 9 0)

Champ matériel : application qui a toute particule et a tout instant associe une grandeur physique.

Description eulérienne (spatiale) < Description lagrangienne (matérielle)
W(x,1) = Wo(xo,1)
< Déroulement de I'action < Matiere contréle I'action

Cas des petites perturbations : x = x( = on confond les deux descriptions.
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Cinématique des Milieux Continus De: \ptlon du mouvement

Déplacement, vitesse, accélération

Déplacement
u(xo,1) = x —xo = x(xo,1) —x(x0,0)

Vitesse (dérivée matérielle)

V(X(),t) _ ax(;tovt) _ a(u(xOéi) +x0) =0

Accélération

2
a(xo,1) = ov(xo,1)  9°u(xo,t) .
Configurations déformée et non déformée 0,1) = ot Btz SVEY

Description eulérienne :

Dérivée particulaire = dérivée temporelle quand on suit la particule dans son mouvement

D¥(P.1) _ d¥(P.1)  D¥(P.r) 3x _9¥(P.)

ox ~ D¥(P,t) J¥(P,1)
Di o x o o Tered®) ('ag'a”g'e" o
Dy(x,r)  ov(x,1) d¥ = grad(¥) - dx (eulérien)
=y = = d(v) -
v=v Dt ot tgra (V) Y d¥ = grado (‘P) - dx( (lagrangien)
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Cinématique des Milieux Continus

Gradient de transformation

Matrice Jacobienne du mouvement :

Gradient de transformation

3xo Tenseur "mixte" ni eulérien, ni lagrangien

_ = grady(x) = a(u(xg;(])ﬂg) =1 +grady(u) Application linéaire inversible
dx =F -dxg

Si F =1, alors dx = dx.

Passage d'une description a l'autre :  grady(¥) = g—‘? %‘f A =grad(¥)-F

ox
Dérivée temporelle de F : Inverse de F :
ip_ 0 [ o _ _ —1 _ x
F*E(%)*m grado(v) Fi=%

Déterminant du jacobien

J=det(F) #0

Dérivée particulaire du déterminant de F : % =Jwr(E-F~ ') = Jdiv(v)
Relation entres les intégrales sur les domaines de référence et actuel :

/ W(x,1)dV = / Wo (x0,1)JdVo
Q Q



Cinématique des Milieux Continus

Description du mouvement
Te de déformation
Objecti rs

Gradient de transformation (exemple)

Elongation d'un cube selon ses directions principales :

x1 = Ayxo1
X2 = Aaxo2
x3 = A3x03

Gradient de transformation :

O 9 Ox
dx] 9x0 9x03

F=| & 9 g
- dx] 9x02 9x03 -
0x3 ox3 dx3
axg1  Oxop x5

Déterminant de F :

J=MAA3

Variation de volume :

{dVo = dxo1dxp2dxo3

dV = dx dxpdxz = M My A3dxo) dxppdxoz = JdVy

Elongation

0 0
Mo
0

Elongation d’un cube incompressible :
M=120 ==L

V12

Cas de 'incompressibilité :

AMAAs =1
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Cinématique des Milieux Continus Description du mouvement

déformation

Rotations

Mouvement de corps rigide

x(x0,1) = R(¢) -x0 +x7(t) R : matrice orthogonale de rotation R'=R det(R) = +1

Conservation de la longueur : dx' - dx = dx{,- R - R - dx = dx{y - dx,

Soitr = rie; = 7é; etr* = rl*ei,

Changement de repeére :
R e -é; e;-é 7
F—RF— 1@ 1-& "
e-e; €€ r

Rotation d’un vecteur/d’'une matrice :

€l

r"=R-r

D'—R-D.R R= COS(O)I* (1 _ COS(O))W(X)W 7sin(6)H-w Changement de repére et rotation

Vitesse angulaire :  x(xo,t) = R(f)-xo +x7(t) avec xo=R'-(x—x7) = v=Q (x—x7)+vr

Tenseur de vitesse angulaire 0 —m3 [O%) [O)]
. . Q. r=0Ar 3D: Q= 3 0 — 0= (0))
Q=R-R — ] 0 3

2 (R-R')=R-R'+R-R' =Q+9Q' =0 = Q est un tenseur antisymétrique.
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Cinématique des Milieux Continus
Tenseurs de déformatiol

Mesures de déformation 1

Déformation décrite par un champ de tenseur ¥(P, ¢).

Description lagrangienne : Description eulérienne : ]
dx' - 8x — dxl) - Sxg = dxly - F' - F - 8x — dxl, - 8x dx' - dx — dx{) - dxo = dx{)-dxo —dx'-F~'.F~'.dx
=dxly- (C—1T)-8x =dx' - (I-B7')-&

Tenseur Cauchy-Green droit Tenseur Cauchy-Green gauche

C=F'"-F symétique B=F-F'

symétrique

Tenseur d’Almansi-Euler

1 N\ _l/ou ou' ou' Ou
A=;(1-8 )‘5(&*&*;5)

Tenseur de Green-Lagrange

_ ez, Eo°, @n" G
B 2 8x0 on axo ax()

Petites déformations : aaT':J <<1=E= % (BBT"O ai—"ot) ~e Petites déformations : x = x( et % <<l=A=xe
Rotations de corps rigide : F =R = E=} (R'-R—1I) = Rotations de corps rigide : F =R = A = 1 (I—R” -R’l) =0
F ox
0x()
dx6-E-5x0 = dx'-A-dx
dxg . —  dx-F'-A-F-8x
¢

= E=FAF

Transformation par F
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Cinématique des Milieux Continus

Mesures de déformation 2

Tenseur des taux de rotation

Tenseur des taux de déformation

@-r)

N =

D =sym(L) = % (L+L") W = asym(L) =

Lié a la dérivée temporelle log. des élongations principales. Ne permet de caractériser la rotation des particules a lui seul.

Vitesse de changement du carré de la longueur :

a 2\ _ a ! _ av _ _ t t _ t
5 (@) = o (dx'-dx) =2dv- - -dx =2dx-Ledx = dx- (L+L' +L—L") -dx =dx- (L+L') -d

Absence de déformation : dx2 = dx% =D=0=L=W.
Relation avec le tenseur E :

. 1D 1 . . 1 ,
E=3 o (F-F=1)=F(F-F'+F'-F")-F=F-(L+L)-F=F-D-F = E=F-DF
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Cinématique des Milieux Continus Description du mou
Tenseurs de dé
Objectivité des

Mesures de déformation (exemple)

x1(x0,1) = xo1 + atxpy
x2(X0,1) = X02

|1 at 10 a 1|1 —at
r=lo 7] LRI L

a1 | 0 a 1 n_1[0 a

L=FF 7{0 0] D=Z(L+L)=5| .

| - {0 a 1[0 a
EiE(F‘Fil)ii{ at  a*t } E E{ a 2t }

0 1

eol‘vs 100 13 130
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Description du mouvement
Tenseurs de déformation
Objectivité de:

Cinématique des Milieux Continus

Mesures de déformation (exemple)

x1(xo,1) = xo1 + axoz
X2 (xo,t) = (1 +bt)x02

1 a 0 0
F:{ } F:{ ] 1 1 1+bt —a
F -
0 1+bt 0 b el I )
‘ 1 0 0 1 1 0 0
L=FF'= D=-(L+L') =
1+bt{0 b} 2 (E+L) l+bt[0 b}
1, 170 a 17o 0
E_E(F'F_I)_E{a a2+(bt)2+2bt} E 2{0 2b(bt+1) ]
0 1 2
e, e, e
€l €] “’e‘""
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Description du mouvement
Tenseurs de déformation
Objectivité de:

Cinématique des Milieux Continus

Mesures de déformation (exemple)

x1(x0,1) = xo1 +a(l —t)xp2
xz(x(),t) = (1 +b)x02

0 —a
o[ 1 ali—p) F:{ oy } i L [14b a(-1)
0 1+b 46| © 1
. 1 0 —a 1 1 0 —a
L=—FF'=_—_ D=_(L+L") =
1+b{o o} o (L) 2(1+b){—a 0}
R - 0 a(l—1) . 1] 0 —a
E=3 (FF-I)= { a(l—1) d®* —2d%t+d>+b*+2b E=371 - 2a*(1—1)
0 1 2 3
o o S
S o 5= %
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Cinématique des Milieux Continus Description du mouvement
Tenseurs de déformation
Objectivité de:

Mesures de déformation (exemple)

xz(x(),t) = (1 +b— bt)xoz

ol 0 F:{g Ob} i1 14+b—bt 0
10 1+b—bt -  14+b—bt 0 1
o 1 0 0 1 1 0 0

L=FF'=— D=-(L+L)= —
1+bfbt{ 0 —b} 2 (E+L) 1+b7m{ 0 —b]

1, 0 0 i 0 0
E:§<F'F_I):[ 0 (b—bi)(b—bt+2) } E= { 0 2b%—2b(1+b) }

€2 . e, e e e
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Cinématique des Milieux Continus Description du mouvement
Tenseurs de déformation
Objectivité de:

Mesures de déformation (exemple)

So o 0 0 0
SD@di = foj{a 0]dt+foﬁ{0 b}dwfo—z(lgb){w 0 ]d:

1 0 0
+Jo trm [ 0 —b }dt
_ 1 0 a 0 0 1 0 —a
= 2{ a oo misp |[T2H| —a o

Lfo 0 _ w [0 1
0 —n(1+b) | 2040 | 1 0

—a

0 [ o
0 2b(br+1) ]‘“-fo 5{ —a 2a%(1—1) }d’
[0 0
+Jo { 0 2b%—2b(1+b) }d’
_ 1] 0 a 11 0 0 1 0 —a
2 { a @ |72 o0 b(b+2) til 4 &2

*[8 —b(£+z)}:{8 8}
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Cinématique des Milieux Continus

Déformation des surfaces et volumes

dvp /F\A dVv dVy = dxg; . (dx'()z Adxg3)
dX03 dx3 dV =dx. (dxz A dx3)
dSol/dxy; dx
: dV  F-dxg;.(F-dxoy ANF-dx
£ dx dxo ! = = o1 02 0) =det(F)=J
Variation de volume avy dxoy . (dxoz A dxos)
Dilatation volumique Déformation volumique
dv dv —dvy
J=— ——=J-1
dVy dvy 4

0 < J < 1: Contraction volumique / J > 1: Expansion volumique

ng

ndS =JF " -ngdSy n colinéaire a F~'-ng

nodSo = dx 1o Ndxyy ndS =dx; Ndx,

~F > "
dV():l()-nodS() I=F-1
ds) ds vV =1I-ndS=Javy = °

Transformation d’un cylindre
Jl() ~n0dS0 :l-ndS:F'lo -ndS:l() ~F[ -ndS

Dilatation surfacique

Formule de Nanson

0 < J||F~"-ng|| < 1: Contraction surfacique / J||[F~"-ng|| > 1 : expansion surfacique
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Cinématique des Milieux Continus

Allongement et glissement

Allongement :  soit dxg = dxony,

|dx|| = Vdx!-dx = \/dx(’)-F’-F‘cho = \/n6~C~n0dx0

Extension dans la direction n

dx
Mng) = HWOH =4 /n§-C-ng

Glissement :  soient dx = dxomy et dxy = dxon Y(mo,ng) = § — (dx,dx)

dx - dx m{-C-n

sin(y) = cos(dx,dx) =

[Jdx][ /8[| ~ A(mo)A(mo)

Mep) =VCrp - Cp Glissement Y(my,ng)
Mez) = Cny VCiiCn

Distorsion stérique, déviation d’'une direction matérielle.
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Cinématique des Milieux Continus

Décomposition polaire

F est non singulier = 3! R orthogonal et U et V
symétriques définis positifs :

Décomposition polaire

U : tenseur de déformation pure droit
F=R-U=V-R .
V :tenseur de déformation pure gauche

Valeurs propres de U et V identiques (élongations principales)
Vecteurs propres U et V différents (directions principales)

C=F .F=U"R R U=U*
B=F-F'=V-R-R"-V' =V2

U calculé & partir des valeurs et vecteurs propres
deC:

A0 0
P=[e] e €3] A= 0 23 o0
0 0 A

U=® VA &

Décomposition de F

=F-dxo+dxy =R-U-dxy+dxy (l)
=V -R-dxo+dxr (2)

(1) : (i) élongation (ii) rotation (iii) translation
(2) : (i) rotation (ii) élongation (iii) translation

B=F.-F =R-U-U'-R"=R-C-R

G. Helbert

16/45



Cinématique des Milieux Continus Description du mouvement
Tenseurs de déformation
Objectivité des tenseurs

Décomposition polaire (exemple)

x| ox| ax; |
X1 = xo1 + kxo2 M1 owgr  dwgs 1 k& O
Cisaillement simple : { x> = xo F=| 2 2o o -0 1 0
_ : ’ 0 0 1
1 =03 T o
12 =32 0 (3 0 o
V32 12 0 A=|0 1/3 0
0 0 1 L0 0 1
0 5V3/6  1/2 0
!
0 V=FR = /2 V32 0
1 0 0 1

Trajet (1) :F =R-U Trajet (2) :F =V -R
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Cinématique des Milieux Continus

Description du mouvement
Tenseurs de déformation
Objectivité des tenseurs

Tableaux des tenseurs de déformation

lagrangiens eulériens F =R | valeurs propres
Cauchy-Green droit Cauchy-Green gauche
C=F'F B=F.FT 1 A2
déformation propre droit déformation propre gauche
U=+/C V=vB 1 A
déformation logarithmique droite déformation logarithmique gauche
nU nv 0 Ink
Green-Lagrange Almansi-Euler % - 1) /
_ 2
E=1(c-1 A=Lla-B) 0 %(171/1)
déformation nominale droite (Biot) déformation nominale gauche
eV=U-1 e =vV-I 0 A—1
[ eV =R".e" e’ =R.e” vecteurs propres

Déformation sphérique (élongations principales A; =4, =A3 =1):

U=V=M C=B=}I

(V)= In(V) = ()]  E—A=1 (> -1)1

2

Déformation isovolume (élongations principales AjApA3 = 1) :

U \

g =¢

(A —1)1

det(U) = det(V) = det(C) = det(B) = (")) = ;(In(V)) — |

Toute déformation peut-étre décomposée de maniére unique et commutative en une déformation
sphérique et une déformation isovolume. - % (]2/3 3 l) J

. —(7237). (723 ) _ sph isov sph | gpisov
Ex: C=(P1)-(7°C)  E=EV BB E g — B L (125 1)1
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Cinématique des Milieux Continus Description du mouvement
Tenseurs de déformation
Objectivité des tenseurs

Cas des petites perturbations (exemple)

Rotation de corps rigide (angle 0) :
{n -l am ] { o)
o I o R R

Déformation ingénieur :

_ Oup ~ 0
€1l = ot =cos(0)— 1= —2

_ Oduy __ ~_ 0
& =55 =cos(0) — 1~ —%

— L (9w , dup)
€2=3 X2 + oxor ) 0

Niveau de déformation attendu ~ 102

. 3y 72 .
Erreur acceptable 1% = Rotations au plus de I'ordre de 10~~ radians

Niveau de déformation attendu ~ 10~*

. s -3 .
Erreur acceptable 1% = Rotations au plus de 'ordre de 10~ radians
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Cinématique des Milieux Continus on du mouvement
de déformation

Objectivité des tenseurs

Objectivité des tenseurs

. X=R(1) - x+x7()

Représentation intrinseque des grandeurs.

a=a a=R-a

Objectivité

A=R-A-R

mouvement relatif.
ox - OX
— F=

Cas d'observateurs différents oxo oxo

Composantes dépendent de la différence d’orientation mais pas du

Jy — oy
L=5% I %

F= %(R(t)‘x-&-c(t)) :R‘a‘l—xo =R-F

al
I

F.-F=R-F)-(R-F)=F -R-R-F=F .F=C

B=F-F=(R-F)-(R-F)=R-F-F-R=R-B-R'

Cas sans translation de corps rigide : 7 =¥=R-v+R-x=R-v+R-R'-X
L=2=R- 2 Z RR E=RLR+RR
D=4(L+L) =} (R-L-R'+R-L'-R)+ } (R-R'+R-R") =R-D-R’

W=R-W-R'+ 5 (R-R'+R-R')

F : non objectif
C : non objectif
B : objectif
v : non objectif
L : non objectif
D : objectif

W : non objectif

G. Helbert 20/45



Mécanique des Milieux Continus

e Mécanique des Milieux Continus
@ Tenseurs de contrainte
@ Lois de conservation
@ Dérivées objectives de contrainte
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Tenseurs de contrainte
Mécanique des Milieux Continus Lois de co
D object contrainte

Tenseurs des contraintes 1

Densité surfacique de force de contact sur les domaines intérieurs.

Tenseur des contraintes de Cauchy

A
F 3T application linéaire, = lim —f =T -n (force et section "actuelles")
AS—0 AS
Af
e3 r,I Conditions aux bords pour résoudre le probléeme : T-n = f,,.
r AS Contrainte normale a une facette : 1, =n - T -n. (traction : ,, > 0)
(=) Tenseur des "contraintes nominales" Piola-Kirchhoff 1
€]
—iim &Y _p actuelie" et section “iniale”
to= lim —— =P'-np (force "actuelle” et section "initiale")
Configurations initiale et actuelle ASy—0 ASo

P est non symétrique.

Relation entre Cauchy et PK1: df =T-ndS=T-JF~'-NdSy=P' -nodSy = P =JT-F!

On cherche S lagrangien tel que dfy = S - nodSy avec dfy = F~' -df = F~' - P' - nydS.

Tenseur de Piola-Kirchhoff 2 Tenseur de Kirchhoff
S=P.F'=JF!.T.F?' 1=JT=F-S-F' =P .F
PK2 sans sens physique véritable mais symétrique. Changement de domaine d'intégration : [o T': €dV = fQO T:€dV)
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Tenseurs de contrainte
Mécanique des Milieux Continus

Tenseurs des contraintes 2

Approche corotationnelle : repére associé a chaque point matériel qui tourne avec la matiére (repére
corotationnel déterminé a partir de la décomposition polaire).

(o Y\ T=r-T-R .
D:E g + § ﬁ:Rt-D-R T : contrainte "non tournée

Permet d'utiliser la théorie des petites perturbations.
Facilité de traitement des éléments structuraux et des matériaux anisotropes.

Transformation des contraintes :

Cauchy T PK1 P PK2 S Corotationnel T'
T X J'F.P JF-S-F' R-T-R'
P JF-'.T X S-F' JU TR
S | JFT.TF P.F' X JU LT U1
T R'-T-R J'v.-PR | J'U-SU X
J JT F-P F-S-F' JR-T-R

Utile pour passer d’'une description lagrangienne a eulérienne et inversement.
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Mécanique des Milieux Continus

Tenseurs des contraintes (exemples)

0
—F THT Etat initial :
€2 a Ty, €2 T { 7?1 0 }
2 P
o0 [ o (=0 0 73
QO A
= S(=0) = P=0) = T(1=0)

p

Rotation de /2 avec état de contraintes figé

Rotation de corps rigide: F =R = { sin(

0 1) [T 0]_ o T étrique et tant par rotati
0 - _ng 0 non symetrique et non constant par rotation

% 0 0 -1 9 0 . ) _
. = 0 symétrique et inchangé par rotation
1 0 79,

A 0 -
T:R'-T~R:{ 01 (1) :||: T(l)l Tg)z :||: 0 ! ]:|: 70?1 7%2 } T = S en l'absence de déformation
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Mécanique des Milieux Continus

contrainte

Lois de conservations (préliminaires)

Systeme fermé : pas de flux de matiére a travers les frontiéres I" du domaine matériel Q.

¥ extensive = 3¢ tel que ¥(Q) = [ ¢(M)dV  Theoreme de Radon-Nikodym-Lebesgue

Lemme fondamental

Soit f(x,1) € C! telle que /f(x )dvV =0,YQetVr e [0,
Q
alors  f(x,r)=0 dans Q pour ¢ € [0,7].

Théoreme de Gauss

) i . ngrad( (x)dvV = [rng(x)dS scalaire
Soit f(x) € €V éventuellement par partie : Jodiv(g(x))dv = Jrn-gx)ds ———
Jograd(G(x))dV = [rn®G(x)dS tenseur
intégrale de volume > intégrale de surface
intégrale de surface intégrale de contour
Théoreme de transport de Reynold
9 9
= /de:/ = (f(x0,1)J (x0,7)) dVo :/ < fJ+f )dVo = (l +f Jdiv(y )dVO
Dt Jo Q, Ot Q Qo \ Ot

/ aferfdtv >V
y
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Tens: ntrainte
Mécanique des Milieux Continus Lois de conservation
Déri objecti contrainte

Conservation de la masse

Masse : grandeur physique extensive objective mesurant la quantité de matiére.

m(Q) = /Q px,1)dV

p masse volumique (grandeur non-extensive).

Description eulérienne : 22 = L [, pav o Jo (% +pdiv(v)> dv=0 vQ

Conservation de la masse (description eulérienne)

Dp

Forme locale : —
Dt

+pdiv(v) =0

Cas d'un matériau incompressible : div(v) = 0

Forme conservative (mécanique des fluides) : %—’t’ +div(pr) =0

Description lagrangienne : [, pdV = [q PodVo = Cte = [o (pJ —po)dVo =0 VvQq

Conservation de la masse (description lagrangienne)

Forme locale intégrée :  p(xo,)J (x0,t) = po(xo)

Cas d'un domaine géométrique : on intégre la forme locale sur un domaine qui fait entrer et sortir de la matiere.
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Mécanique des Milieux Continus.

Conservation de la quantité de mouvement (descrlptlon eulérienne)

2éme Loi de Newton

Dp o - f(t) = [opb(x,1)dV + [pt(x,1)dS pb : densité volumique de force
Ft :f Référentiel Galiléen

_ D . _ Dy Dp )
/pvxth /Q(E(pv)+dzv(v)pv) dV_/Q<th +v (—Dt +pdzv(v)> )dV
=0 7/ p—dV
/tdS = /n-TdS = /div(T)dV
T th.C. JT th.G. JQ

/' 0 (Q fpbfdiv(T)> V=0 vQ
Q Dt

P(l) = fg pv(;‘:7 [)dV ¢ : densité surfacique de force

Description eulérienne :

Equation de mouvement (description eulérienne)

Forme locale :  p(x,?) (%(x,t) +grad(v(x,1)) -v(x,t)) = div(T(x,1)) + p(x,0)b(x,1)
termes d'inertie forces internes forces externes
volumiques volumiques
Forme conservative : 5% = 8pv +grad(pv) -v = div(T) + pb
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Mécanique des Milieux Continus

de trainte

Conservation de la quantité de mouvement (description lagrangienne)

df = pbdV = pbJdVy = pobdVy

2éme Loi de Newton

Dp f(t) = fQO pob(x(), t)dVO + fro ty (xO:t)dSO pb : densité volumique de force

—_— = Référentiel Galiléen
Dt S i i {p(t) _ ng pov(xo,t)dV() 1) : densité surfacique de force

d B v (xo,1) B
7 /520 Pov(x0,1)dVo = 0P dvy = /QU Pode0+/l_0t0dSo

tydSy = P dS:/d'P
/r(J 090 ¢ /Fo o0 . Q o(P)dVo

Description lagrangienne :

d .
/Qo <P0£ —Pob —dlvo(P)) dVo=0 VQ

Equation de mouvement (description lagrangienne)

Forme locale : po%(xo,t) = divy(P(xo,1)) + pob(xo,1)

termes d'inertie forces internes volumiques forces externes volumiques
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Mécanique des Milieux Continus

Conservation du moment cinétique

2éme Loi de Newton

mo = fo Apb(x,1)dV + frx At(x,t)dS pb : densité volumique de force

80 =mp Réiérentiel Galiléen
o 0 = [6X A Qv Xx,t t : densité surfacique de force
o Q Ppivix,

Jo(xAp2y(x,n)dv = /x/\pde+/x/\(T-n)dS
x/\(pb+dtv(H x®T))dVv
/ (xA(pb+div(T))+H:T)dv

Description eulérienne :

Symeétrie du tenseur T

H:T=0
=0
Description mixte : Description lagrangienne :
T=T =J'FP= (J*‘F‘P)t = FP=P.F T=T'=FSF =FSF=S=§
Toujours pas de symétrie de P. Symétrie de S.

La conservation du moment cinétique n’ajoute pas d’équation mais réduit le nombre de composantes.
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de contrainte

Mécanique des Milieux Continus
objecti d trainte

1er principe de la thermodynamique (description eulérienne)

X; : variables d’état (champs matériels nécessaires et suffisants pour définir I'état actuel du systéme).
e : énergie interne massique objective, fonction d'état scalaire : e = fo (%1, X2 - X )-

Conservation de I’énergie

D . D 1
D . D . —E" = —/ —pv-vdV Pm:/ v-pde+/v-tdS
= pein 4 7E1nt — Pexr +P('al %l g[ a2 r
Dt Dt g — 7/ pedV Pl = prde/n-qu
Dt Dt Jo Q r

pr : source volumique d’apport de chaleur / g : flux de chaleur

D De Dy
Dt/(pH v v) Vth_/<Dt+p )dv

/v~tdS = /n'T-vdS = /(D:T+div(T)-v)dV n-qds = /d’v
r th.C. JT th.G. JQ
D D
/Q (pﬁf —D:T+div(g)—pr+v-( pFZ —div(T) — pb ))dV: 0 vQ
N——— ——
=0
Equation de la chaleur (description eulérienne)
Forme locale : ple = D:T - div(q) + pr
taux d’énergie puissance volumique conduction thermique source de chaleur
interne des efforts intérieurs externe
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Mécanique des Milieux Continus

de

ntrainte

1er principe de la thermodynamique (description lagrangienne)

trainte

poedV():poeJ”dV:pedV / no-qodS():/n-qu:/ ]n()-Fil-quo, vI'o = qo :JFilq
Ty r Ty

D
BEcin+ D

Conservation de I’énergie
Zgint — pext +Pcal
Dt Dt

n_ d 1
= pein _ 2 - vdV,
Dt dt /go g Pov-¥a¥o

cht:/ p0v~de0+/ v -todSo
D . py Qo To
H[Elm = E/&; poedV()

0

de v
g /Q (‘305 pov: 5) oo
oF!
/FD viodSo = /g <W
[ (5 -5
% Poy;

:P+divy(P)- v> dVy

. ad .
1 P+divo(qo) — por+ (po a—: —divoP — pob) .v) dvy VQ

D/ +1 v-v | dV
Dt Jo, Poe 2Po 0

peal :/ p()rdVo—/ ng - qodSo
Q Ty

ot

=0

Equation de la chaleur (description lagrangienne)
Forme locale : poé F:p
taux d'énergie

puissance volumique
interne

divo(qo) + por
conduction thermique source de chaleur
des efforts intérieurs externe




Mécanique des Milieux Continus Lois de conservation
Dé e e contrainte

2nd principe de la thermodynamique

s : entropie massique (grandeur non-extensive, fonction d’état). 0 : température absolue (non extensive).
La chaleur va du chaud vers le froid : ¢ - (—grad®) > 0.

Production d’entropie via des processus internes

- . . D ¢ pr qn
int _ Qext > ext _
ST =8-8">0 S= t/ﬂpsdv S —/QedV . edS

Description eulérienne :
§m = [o (ps— O +div (%)) av = [, (ps— ory dvlg) _ qi'g’g;’(‘”) dv>0, vQ

Inégalité de Clausius-Duhem

.grad (0
Inégalité locale: ® = —p(¢—05)+T:D 7”7() >0 avec dherm > ()
~—
—_———
dissipation dissipation intrinseque oint dissipation thermique q)therm

Implique 'existence d’une loi de comportement thermique et d’une loi de comportement mécanique.

Dissipation intrinseéque

=90+ oA B‘P

Energie libre de Helmoltz {cpi'” =—p (\;H-sé) +T:D
q)mr T D
Poal

¥ =e¢—0s

A :variables internes.

e . t _ pint
Dissipation intrinséque : <I>”‘ P‘" —pPo BA A
Description mixte : Description lagrangienne :

P =P:F Pii=t:D=S:E
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ainte
Mécanique des Milieux Continus. Lois de conservation
Dérivées objectives de contrainte

Dualité contraintes/taux de déformation

Puissance volumique des efforts intérieurs :

pint = F! P = (P:F)
= (F'-F) N
= (3P F+F-F)+L(F-F-F-F s
= 5 (F.F+F -F) s
= E 5 = (S:E)

La dérivée de la déformation de Green-Lagrange est conjuguée en puissance a PK2.

Contrainte de Cauchy T' <+ taux de déformation D PM"=D:T=T:D

Contrainte corotationnelle 7 <+ taux de déformation corotationnel D~ P =D :T=T:D

Contrainte nominale PK1 P > taux du gradient de déformation P =F :P=P:F

Contrainte PK2 S > taux de déformation de Green-Lagrange E P =FE:S=S:E
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Mécanique des Milieux Continus
érivées objectives de contrainte

Objectivité des dérivées de contraintes

Soit T un tenseur symétrique objectif (T =R -T -R') : T est-il objectif ? TLIR.T-R
T=R-T-R+R-T-R+R-T-R#R-T-R T nest pas une dérivée objective !
PosonsR=L-R—R-L:
T - (LR-RL-TR + RIR + RT-(R-I-LK

- (CRTR-RLTR) + RT-R + (T-I-RT-L'K

T-L-T-T-L'=R-(T-L-T-T-L')-R'

Dérivée objective de Truesdell

Posons R=R-W'—W-R

Dérivée objective de Jaumann

oJ .
T=T+T-W-W-T

PosonsR=R-Q' - Q'R

Dérivée objective de Green-Naghdi

oGN .
T =T+T-Q—-Q-T
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Thermique

Lois de Comportement

© Lois de Comportement
@ Thermique
@ Hyperélasticité
@ Hypoélasticité
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Thermique

Lois de Comportement

Loi de comportement thermique

Conduction thermique :

Non-négativité de la dissipation thermique

q-(—grad(8)) >0 = g estforcément fonction de grad()

Loi isotrope (Fourier) :
q=—ograd(®) aveca>0 ¢q-(—grad(8))=—ograd(0)-(—grad(0)) = ocngad(Q)H2 >0
Loi isotrope transverse (n, direction d’anisotropie) :

a; >0 duction dans la direction d'ani i
g= 70([(nagrad(e))na70(2(grad(9)7na-grad(e)na) avec { 1= conduction dans la direction d’anisotropie

Oy > 0 conduction transverse

Capacité thermique massique : quantité de chaleur pour augmenter de 1K la température d’1kg de
matiére.

1,ext L
{Pm o =pr— le( ) pe— T:D Pcal .tot Pcal Lext Pcal int __ peS

Pt — @y = —p(e—05)+T: D

Capacité thermique

Pcalytot )
=Y o = —§ (fonction de la vitesse d’évolution thermodynamique)
po 0
Equation de la chaleur (loi de Fourier) :  pCO+ div(—oigrad(0)) = pr+D : T —p (¥ +6s)
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Lois de Comportement

Hyperélasticité

Solide élastique :  Réversibilité < Indépendance trajet de chargement < Dissipation intrinséque nulle
Les variables d'états sont 8 et un tenseur de déformation (ex : ¥ = e — 8s = fi (0, C)).

Fonctions scalaires isotropes

f(rozR(XI)ertR(xz):“') :f(X17X27-~~) VR
Ainsi, 3 f(X1,Xs ) =F(T1, 0y 1) I; : invariants propres et croisés des tenseurs de f

Ex: fo(6,C) =fy(8,11,12,15)
Le comportement mécanique est enti€rement défini par la fonction d’état ¥ :

P
Description lagrangienne : M =8 F— p‘l’( )=0=S= pafE (relation indépendante du repére)

Propriétés de I'énergie libre : Invariants d’un tenseur d’ordre 2 :

@ Energie nulle en absence de déformation : I =tr(C) 3%' =1
¥(E=0)=0 L=cC:C 9% =2c

@ Etat de référence libre de contraintes : I; = det(C) 3%3, =C!
oY
o le-0=0 ¥ 0w ow v

@ Coercivité : S=2p fiz ﬁ1+4pﬁc+ﬂ3pﬁcil

lim W(F) =+, lim ¥(F) = 4o 2 3

J =00 TS0t Il reste a choisir .

@ Polyconvexité : C— oS _s aS
W(F) = W*(F,cof (F),det(F)), W* convexe 9E ~“aC
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Thermique
Hyperélasticité
Lois de Comportement Hypoélasticité

Hyperélasticité (exemple)

Changement de jeu d’invariants par combinaisons :

{11,12,..‘,1,,,} L nd {Jl,Jz,..‘,Jm}

X1 =AX) e Z)‘ 2 g 20 o0
Dilatation pure : ¢ x, = AX> - Y c=| 0 A o
X3 = AX; 0o 0 W

Invariant réduits :
=0y =320 =3

h=bLILR =3t =3

Invariant de C :
I =N+ 22 +22 =302

L= 37\,4 3
IL=2A° ]3:131/2:%3
J1 et J, constants par pure dilatation.
Y(J1,02,03) = ¥ (J1,02) + W (J3)
densité d’énergie de distorsion densité d’énergie de dilatation
K 2
\1’2 (]3) = E (.73 — 1)2 K=A+ g/.l matériau linéaire élastique

G. Helbert 38/45



Lois de Comportement

Potentiels hyperélastiques isotropes

Loi hyperélastique de Kirchoff-Saint-Venant :
WY = %k(tr(E))Z +uE  E S =Mtr(E)+2uE = (M @I1+2ul): E=C,,: E

Linéarité entre S et E. Faibles niveaux de déformation.

At A A 0o 0 0 A= Ev
A4 A 0 0 0 { ) (1= 2v)
At2u 0 0 0
= u 0 0 pn=06= (1+V)
u 0
u

Forme générale

‘["(11 ,12713) = Z Amnk(ll *3)'"(12 *3)"(13 *3)" Incompressibilité : ¥; (I} ,1;) = E Amn (I} =3)" (I = 3)"

m+n+k=1 m+n=1
Loi de Néo-Hooke :
Wt = 11y —3) —uln(J) + IMJ — 1)2 S =p(I—C ) +MJ(J—1)C!
Incompressibilité : ¥,,5; = A1 (1] —3) 40% en traction / 90% en cisaillement.

Loi de Mooney-Rivlin :
Y= Ao (I = 3) +Aoi (I = 3) + poln(ls) + 3B (In(13))* 8™ =2%3mr +2 (p +B(In(13))) C !

Incompressibilité : W,y = Ao (1] —3) +Ag; (I —3) 100% en traction / difficultés en compression.
Loi de Ogden :

0g _yN Hp (4% % _ K 2 08 _ — -
W = x e (M A AT - 3) + K (15— 1) S = TN AT !
,u:%:zl’;'l% N =1/0 = 1 = Néo-Hooke

N =2/oy =2/ay =2 = Mooney-Rivlin.
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Thermique
Hyperélasticité
Lois de Comportement Hypoélasticité

Potentiels hyperélastiques isotropes (exemple)

X = AX) L 0 0 Moo o0

Dilatation incompressible : < x, = 1 X, F=| 0 ﬁ 0 C= 0 % 0
1 1

X3=1X; 0 0 i 0 0 5

Loi de néo-Hooke : P = 3% =24y (x, k%)

Cas des petites perturbations : E = 3u car v =0.5.

2,
& -3
-4 —— Hooke
- —— Néo-Hooke

0.6 —0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6
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Lois de Comportement

Hypoélasticité

Dérivée objective de Cauchy : Cas linéaire :

T =f(T.D) T=C:D

Cas des petites déformations : loi linéaire et réversible.
Cas des grandes transformations : énergie n’est pas conservée et le travail effectué sur un trajet de chargement fermé n’est pas nul.

Loi hypoélastique réservée aux lois élasto-plastiques avec déformation et dissipation faibles.

oJ ol oG
T=Cc":p T=Ccl:p T =CcI:.p C supposé symétrique avec CT7/ £ CTT #* cToN

Relation entre les modules tangents :

Dérivée objective Relation constitutive ~ Module tangent

o . oJ
Jaumann T=T+T-W-W-T T=C':D cTr =cW —c*
(Cauchy) C*=C'-ToI

C':D=D-T+T-D

J . J
Jaumann T=t+TW-Wr T=C¥:D crm=y-'cv -
(Kirchhoff)

oGN 5 oG :
Green-Naghdi T =T+T-Q-Q.T T =C™V:.p C' =croN —c*—c
(Cauchy) Cr:D=W-Q)-T

+T-(W-Q)
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Thermique
Hyperélasticité
Lois de Comportement Hypoélasticité

Objectivité des dérivées de contraintes (exemples)

i ’ . ) X1 = Xo1 + txo2 1ot S | 0 1 1|1 =t
Clsalllementsmple.{ F_{O 1] F_{O O} F _{O 1}

X2 = X02
0 1 110 1 1 0 1
L*{o o} D*E{l 0} W75{71 o}
Jaumann: T=(Mwr(D)I+2/'D+W-T+T-W
Ty T _ 0 1 1| 0 1 T T 1| Tn T 0 -1
{le Tzz} n 'uj{l 0]4_7{*1 0}{T12 T22}+7 T, Tx I 0
T yJ+Tzngn
{symA —T12 }
Truesdell:  T'= (ATtr(D))I1+24"D+L-T+T-L' —tr(D)T
T T R 0 191,101 i To | 1| Tn Ti 0 0
Ty, Tx» 1 0 0 0 T, T 2 Tin T 1 0
2T, pl + T
sym. 0
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Thermique
Hyperélasticité
Lois de Comportement Hypoélasticité

Objectivité des dérivées de contraintes (exemples)

Jaumann: T = (Mtr(D))I+24'D+W-T+T-W
Truesdell:  T= (ATtr(D))I1+24"D+L-T+06-L' —tr(D)T

Green-Naghdi: T = (Mir(D))1+2/D+Q - T+T-Q'

+f — Jaumann
—— Truesdell
-~ Green-Naghdi

%0 o2 050 o7, 00 125 50 175 200

X1

Evolution de la contrainte de cisaillement selon la dérivée objective

G. Helbert
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Lois de Comportement
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Cours de MMC :
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@ Guilhem Bles, Continuum mechanics in finite deformation

Elements Finis :

@ Formulation dynamique explicite :
Ted Belytschko et al, Nonlinear Finite Elements for Continua and Structures, Wiley, 2014

@ Formulation quasi-statique implicite :
Nam-Ho Kim, Introduction to Nonlinear Finite Element Analysis, Springer, 2015
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Thermique
Hyperélasticité
Lois de Comportement Hypoélasticité

Formulation faible pour les éléments finis

Formulation lagrangienne actualisée

Spint — / 3D : Tdv fim=[ B'-Tav
3P = [ &'pbdV [ = f PN -bdV
e nsd e
+Z/ 3(v-e))t-edS +/ N-e;-tdS
} =1/ I
Eléments Finis spcin :/ v - popdVo M:I/ 00N’ - NdV,
Q Q

x(x0,1) = Ni(x0) -x1(2)

Formulation lagrangienne totale

L = grad(N;) v . _
— Bl ‘Vl ‘ 6P — SPlnY . SPL”X[ + SPL‘H'I
8P = [ 8F':PdV, f"= [ By'-PdVy
Q Q
SPM = / thp()bd\/() fext = / p()N'deO
Q Q
nsd
+ Z S(V 'Ej)t().ede() + N -e;-tydSy
j=1"Toy Lo
SPin = / S - povdVo M=1I / PoN' - NdVy
Q Q
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Thermique
Hyperélasticité
Lois de Comportemel Hypoélasticité

Quelques potentiels (illustration)

Loi de Hooke (acier) :

, Mis , Mise:
: (Avg: 75%)

+2.798e+10

+2798e+10

+2798e+10

= 5o +2798e+10

] +2798e+10

+0 427986410

+2.798e+10

+2798e+10

e +2798e+10

+2.798e+10

+2798e+10

+0.000e+00 427986410

+0.000e+00 +2.798e+10

L |
s, Mises i s, Mises
(Avg: 75%) : (Avg: 75%)

+6.0686+10 +3.6680+09
+6.0880+10 +36680+09
18.0eset10 T3ieesetos
60680410 +36680409
| 16.068e+10 136688109
Iei088e110 13leeset00
+6.0680+10 +36680+09
160686410 136680409
160686110 13leeset00
160880110 13leeset00
+6.0680+10 +36680409
160686410 1516926410 136680409
160686110 156828410 13leeset00
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Thermique
Hyperélasticité
Lois de Comportemel Hypoélasticité

Quelques potentiels (illustration)

Loi de Néo-Hooke (acier) :

, Mises
(Avg: 75%)

+2.816+10

! +2.816e+10

+0.000e+00
+0.000e+00 +2:816e+10

S, Mises

S, Mises

+4.878e+10 +4.425e+10

+4.878e+10 +4.425e+10 +0.000e+00
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