
MMC pour les fibreux en Grandes Transformations; partie 2

Guilhem Bles
guilhem.bles@ensta-bretagne.org

Institut de Recherche Dupuy de Lôme (ENSTA Bretagne), UMR CNRS 6027, F-29200 Brest, France

Groupe de Recherche FIBMAT, 12 novembre 2024

G. Bles (IRDL, ENSTA Bretagne) Fibreux et Grandes transformations GdR Fibmat Nov12 2024 1 / 60



Contents

1 Pourquoi les Grandes Déformations pour les fibreux

2 Lois hyperélastiques anisotropes (en grandes transformations)

3 tissus mous du vivant

4 tissages, tricots, filets

5 Fils, torons

6 Invariants de déformation basés sur la physique

7 Conclusion

G. Bles (IRDL, ENSTA Bretagne) Fibreux et Grandes transformations GdR Fibmat Nov12 2024 2 / 60



Pourquoi les Grandes Déformations pour les fibreux

Contents

1 Pourquoi les Grandes Déformations pour les fibreux

2 Lois hyperélastiques anisotropes (en grandes transformations)

3 tissus mous du vivant

4 tissages, tricots, filets

5 Fils, torons

6 Invariants de déformation basés sur la physique

7 Conclusion

G. Bles (IRDL, ENSTA Bretagne) Fibreux et Grandes transformations GdR Fibmat Nov12 2024 3 / 60



Pourquoi les Grandes Déformations pour les fibreux

Exemples

Tissus mous du vivant: grandes déformations!
Matériaux fibreux pour applications biomédicales: doivent s’adapter aux déformations des tissus
mous!
Tricots: matériau très déformable!
Tricots comme renfort d’élastomères: grandes déformations!
Tissages textiles: l’angle entre les fils de chaîne et de trames peut partir de 90o jusqu’à proche de
zéro;

I déformation nominale allant jusqu’à 40 %
I les directions d’anisotropie tournent beaucoup; il faut les suivre!

Torons, fils, mèches: modélisation comme un milieu continu anisotrope:

Scan 3D d’un toron en contact avec un axe rigide (Civier, 2023):
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Lois hyperélastiques anisotropes (en grandes transformations)

Lois hyperélastiques

Ces lois sont un bon début pour proposer des lois de comportement anisotropes en grandes
transformations.
La viscosité ou la plasticité peut être ajoutée par la suite.

Définition
1 (θ, Ẽ ) is a complete set of thermodynamic state variables, where θ is the temperature and Ẽ is the

right Green-Lagrange strain tensor,
2 the thermodynamic properties are described by a potential function W (θ, Ẽ ), equal to the free

energy per unit of reference volume,
3 the specific intrinsic dissipation is always null.
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Lois hyperélastiques anisotropes (en grandes transformations)

Lois hyperélastiques

Par définition
ρo .ψ = W (θ, Ẽ ) + constante (1)

où ψ est l’énergie libre par unité de masse, ρo la masse volumique dans la configuration de référence Ω0.

En dérivant par rapport au temps, ∀(θ, Ẽ ) et ∀(
•
θ,
•
Ẽ ):

ρo .
•
ψ =

(
∂W
∂θ

)
/Ẽ

(θ, Ẽ ) .
•
θ +

˜(∂W

∂Ẽ

)
/θ

(θ, Ẽ ) :
•
Ẽ (2)

= J.T̃ : D̃ − ρo .s.
•
θ − ρo .ϕ1 (3)

où
T̃ , la contrainte de Cauchy
D̃, le taux de déformation
s, l’entropie par unité de masse
ϕ1, la dissipation intrinsèque
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Lois hyperélastiques anisotropes (en grandes transformations)

Lois hyperélastiques

Par définition des lois hyperélastiques, la dissipation est nulle:

ϕ1 = 0 (4)

Donc, ∀(θ, Ẽ ) et ∀(
•
θ,
•
Ẽ ):

ρo .
•
ψ =

(
∂W
∂θ

)
/Ẽ

(θ, Ẽ ) .
•
θ +

˜(∂W

∂Ẽ

)
/θ

(θ, Ẽ ) :
•
Ẽ = −ρo .s.

•
θ + J.T̃ : D̃ (5)

Alors, ∀(θ, Ẽ ): (
∂W
∂θ

)
/Ẽ

(θ, Ẽ ) = −ρo .s (6)

et ∀(θ, Ẽ ) et ∀
•
Ẽ :

˜(∂W

∂Ẽ

)
/θ

(θ, Ẽ ) :
•
Ẽ = J.T̃ : D̃ (7)
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Lois hyperélastiques anisotropes (en grandes transformations)

Lois hyperélastiques

∀(θ, Ẽ ) et ∀
•
Ẽ :

˜(∂W

∂Ẽ

)
/θ

(θ, Ẽ ) :
•
Ẽ = J.T̃ : D̃ (8)

Or,
•
Ẽ = F̃

T
� D̃ � F̃ ⇐⇒ D̃ = F̃

−T
�
•
Ẽ � F̃

−1
(9)

Donc, ∀(θ, Ẽ ) et ∀
•
Ẽ :

˜(∂W

∂Ẽ

)
/θ

(θ, Ẽ ) :
•
Ẽ = J.T̃ :

(
F̃
−T

�
•
Ẽ � F̃

−1
)

(10)

= J.
(
F̃
−1

� T̃ � F̃
−T)

:
•
Ẽ (11)
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Lois hyperélastiques anisotropes (en grandes transformations)

Lois hyperélastiques

Donc, ∀(θ, Ẽ ):
˜(∂W

∂Ẽ

)
/θ

(θ, Ẽ ) = J.
(
F̃
−1

� T̃ � F̃
−T)

(12)

le membre de droite est défini comme une nouvelle contrainte, le second tenseur de contrainte de
Piola-Kirchhoff S̃ :

S̃ = J.
(
F̃
−1

� T̃ � F̃
−T)

(13)

Donc, la contrainte d’une loi hyperélastique isotrope ou anisotrope:

S̃ =
˜(∂W

∂Ẽ

)
/θ

(θ, Ẽ ) ou bien T̃ =
1
J
F̃ �

˜(∂W

∂Ẽ

)
/θ

(θ, Ẽ ) � F̃
T

(14)
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Lois hyperélastiques anisotropes (en grandes transformations)

Lois hyperélastiques

Donc toute la loi de comportement est définie par le choix du potentiel:

W (θ, Ẽ ) (15)

La variable de déformation Ẽ peut aussi être choisie autrement:

W (θ, C̃ ) ou bien W (θ, L̃nU) (16)

où C̃ est le tenseur de déformation Cauchy-Green droit et L̃nU est le tenseur de déformation de Hencky
droit.

La déformation de Green-Lagrange Ẽ peut être remplacée par toute déformation droite, i.e. basée sur le
tenseur de déformation pure droit Ũ , issu de la decomposition polaire du gradient de la transformation:

F̃ = Ṽ � R̃ = R̃ � Ũ (17)
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Lois hyperélastiques anisotropes (en grandes transformations)

Lois hyperélastiques isotropes

Pour les matériaux isotropes, le potentiel est défini uniquement avec les invariants de déformation.
Classiquement, les invariants de la déformation C̃ sont utilisés:

W (θ, I1, I2, I3) (18)

où
I1 = TrC̃ I2 = SecC̃ I3 = DetC̃ (19)
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Lois hyperélastiques anisotropes (en grandes transformations)

Lois hyperélastiques anisotropes

Pour les matériaux anisotropes, le potentiel peut être défini avec le tenseur de Green-Lagrange Ẽ :

W (θ, Ẽ ) (20)

Mais, une autre méthode est plus souvent employée, à partir d’invariants de la déformation C̃ et de
plusieurs tenseurs de structure M̃k (Boehler, Spencer and Betten, 1987). Les tenseurs de structure
rendent compte des symétries du matériau anisotrope; ils restent inchangés par les transformations qui
laissent inchangé le matériau (symétries, rotations).

Les tenseurs M̃k sont dans la configuration de référence Ω0 et sont donc constants lors des
déformations.

Ensuite, le comportement hyperélastique anisotrope est représenté par un potentiel comme suit:

W (θ, C̃ , M̃1, . . . , M̃n) (21)

où cette fonction W est isotrope.
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Lois hyperélastiques anisotropes (en grandes transformations)

Lois hyperélastiques anisotropes

Par exemple, pour un matériau isotrope-transverse, les tenseurs de structures sont:

M̃1 = ~v1 ⊗ ~v1 (22)

où ~v1 est un vecteur unitaire selon l’axe d’isotropie-transverse du matériau.

Par exemple, pour un matériau orthotrope, les tenseurs de structures sont:

M̃1 = ~v1 ⊗ ~v1 M̃2 = ~v2 ⊗ ~v2 M̃3 = ~v3 ⊗ ~v3 (23)

où (~v1, ~v2, ~v3) sont trois vecteurs orthonormés selon les axes d’orthotropie du matériau.

d’après Boehler, Spencer and Betten (1987).

G. Bles (IRDL, ENSTA Bretagne) Fibreux et Grandes transformations GdR Fibmat Nov12 2024 14 / 60



Lois hyperélastiques anisotropes (en grandes transformations)

Lois hyperélastiques isotropes-transverses

Pour un matériau isotrope-transverse, le potentiel hyperélastique sera défini ainsi:

W (θ, C̃ , M̃1) = W (θ, I1, I2, I3, I4, I5) (24)

où les invariants sont
I1 = TrC̃ I2 = SecC̃ I3 = DetC̃ (25)

I4 = Tr
(
M̃1 � C̃

)
I5 = Tr

(
M̃1 � C̃ � C̃

)
(26)

d’après Boehler, Spencer and Betten (1987).
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Lois hyperélastiques anisotropes (en grandes transformations)

Lois hyperélastiques orthotropes

Pour un matériau orthotrope, le potentiel hyperélastique sera défini ainsi:

W (θ, C̃ , M̃1, M̃2, M̃3) = W (θ, I3, I4−1, I4−2, I4−3, I5−1, I5−2, I5−3) (27)

où les invariants sont

I3 = Tr
(
C̃ � C̃ � C̃

)
I4−i = Tr

(
M̃ i � C̃

)
I5−i = Tr

(
M̃ i � C̃ � C̃

)
(28)

d’après Boehler, Spencer and Betten (1987).
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Lois hyperélastiques anisotropes (en grandes transformations)

Lois hyperélastiques isotropes-transverses

Pour déduire la contrainte du potentiel, il faut le dériver:

˜(∂W

∂Ẽ

)
/θ

= 2
˜(∂W

∂C̃

)
/θ

= 2
5∑

i=1

∂W
∂Ii

∂̃Ii
∂C̃

(29)

Il faut dériver les invariants par rapport à la déformation:

∂̃I1
∂C̃

= Ĩ
∂̃I2
∂C̃

= I1 Ĩ − C̃
∂̃I3
∂C̃

= I3C̃
−1

(30)

∂̃I4
∂C̃

= M̃1
∂̃I5
∂C̃

= C̃ � M̃1 + M̃1 � C̃ (31)
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Lois hyperélastiques anisotropes (en grandes transformations)

Dérivation d’invariant

Pour calculer la dérivée d’un invariant, voici une méthode simple; exemple de ∂̃I5
∂C̃

:
on dérive par rapport au temps l’invariant et on exploite le fait suivant:

•
I5 =

∂̃I5
∂C̃

:
•
C̃ où Ã : B̃ = Tr

(
Ã � B̃

T)
(32)

Ainsi,

•
I5 =

•

Tr
[
M̃1 � C̃ � C̃

]
= Tr

[ •

M̃1 � C̃ � C̃

]
= Tr

[
M̃1 �

(
•
C̃ � C̃ + C̃ �

•
C̃

)]
(33)

= Tr

[
M̃1 �

•
C̃ � C̃

]
+ Tr

[
M̃1 � C̃ �

•
C̃

]
= Tr

[
C̃ � M̃1 �

•
C̃

]
+ Tr

[
M̃1 � C̃ �

•
C̃

]
(34)

=
(
C̃ � M̃1

)
:
•
C̃ +

(
M̃1 � C̃

)
:
•
C̃ =

(
C̃ � M̃1 + M̃1 � C̃

)
:
•
C̃ (35)
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Lois hyperélastiques anisotropes (en grandes transformations)

Lois hyperélastiques orthotropes

La contrainte est la dérivée du potentiel:

˜(∂W

∂Ẽ

)
/θ

= 2
˜(∂W

∂C̃

)
/θ

= 2

{
∂W
∂I3

∂̃I3
∂C̃

+
3∑

i=1

∂W
∂I4−i

∂̃I4−i

∂C̃
+

3∑
i=1

∂W
∂I5−i

∂̃I5−i

∂C̃

}
(36)

Les dérivées des invariants par rapport à la déformation sont:

∂̃I3
∂C̃

= 3C̃ � C̃
∂̃I4−i

∂C̃
= M̃ i

∂̃I5−i

∂C̃
= C̃ � M̃ i + M̃ i � C̃ (37)
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tissus mous du vivant

Matériau

Schéma d’une artère (Holzapfel, Gasser and Ogden, 2000):

Ces matériaux peuvent subir de
grandes déformations: le
formalisme des grandes
transformations est nécessaire!
Les fibres induisent un
comportement anisotrope.
Ils peuvent être considérés comme
une matrice déformable renforcée
de un ou plusieurs réseaux de
fibres parallèles.
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tissus mous du vivant

Potentiels hyperélastiques utilisés

Potentiel du type Fung (Holzapfel, Gasser and Ogden, 2000):

Ce potentiel anisotrope est basé
sur les composantes de la
déformation Ẽ , comme précisé
plus haut à l’équation 20. Aucun
tenseur de structure M̃k n’est
utilisé.
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tissus mous du vivant

Potentiels hyperélastiques utilisés

Potentiel avec tenseurs de structure (Holzapfel, Gasser and Ogden, 2000):

Les tenseurs de structure ici sont:

M̃1 = ~a01 ⊗~a01 = Ã1 (38)

M̃2 = ~a02 ⊗~a02 = Ã2 (39)

où les vecteurs ~a0i sont parallèles
aux fibres du matériau.

Les invariants des lois
isotropes-transverses données plus
haut sont utilisées (éq. 26).
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tissus mous du vivant

Potentiels hyperélastiques utilisés

Potentiel avec tenseurs de structure (Nolan et al., 2014):

Les tenseurs de structure ici sont
aussi du même type que
Holzapfel, Gasser and Ogden
(2000):

M̃1 = ~a04 ⊗~a04 (40)

M̃2 = ~a06 ⊗~a06 (41)

où les vecteurs ~a0i sont parallèles
aux fibres du matériau.

Les invariants I4 et I6 sont
identiques à celui I4 de
l’équation 26 des lois
isotropes-transverses données plus
haut.
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tissages, tricots, filets
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tissages, tricots, filets

Matériau: filet de pêche
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tissages, tricots, filets

Matériau: filet de pêche
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tissages, tricots, filets

Matériau: tricot
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tissages, tricots, filets

Matériau: tissage
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tissages, tricots, filets

Matériau: tissage, tricot, filet

Tous ces matériaux sont
orthotropes (tricot à discuter) et
peuvent être modélisés par un
potentiel hyperélastique du type:

W (θ, C̃ , M̃1, M̃2) (42)

avec
M̃1 = ~v1 ⊗ ~v1 (43)

M̃2 = ~v2 ⊗ ~v2 (44)
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Fils, torons

Matériau: fil

G. Bles (IRDL, ENSTA Bretagne) Fibreux et Grandes transformations GdR Fibmat Nov12 2024 32 / 60



Fils, torons

Matériau: fil

Fil ou mèche (Charmetant, Vidal-Sallé and Boisse,
2011):

Un fil peut être modélisé comme
un volume d’un milieu continu
constitué d’un matériau, qui est
un faisceau de fibres les unes
contre les autres:
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Fils, torons

Matériau: toron

Cordage formé de 3 torons (Civier, 2023):
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Fils, torons

Matériau: toron

Schéma d’un toron formé de fils (ou brins) en hélice
(Leech, 2002):

Un toron peut être modélisé
comme un volume d’un milieu
continu constitué d’un matériau,
qui est un faisceau de fils les uns
contre les autres:
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Fils, torons

Loi de comportement pour un faisceau de fibres/fils

Un faisceau de fibres ou de fils les uns contre les

autres:

La loi de comportement de ce
matériau de faisceau de fibres/fils
peut être une loi hyperélastique
isotrope-transverse:

W (θ, C̃ , M̃1) = W (θ, I1, I2, I3, I4, I5)
(45)

Le tenseur de structure sera alors

M̃1 = ~v1 ⊗ ~v1 (46)

où ~v1 est un vecteur unitaire
selon l’axe d’isotropie-transverse
du matériau, ici la direction des
fibres/fils.
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Invariants de déformation basés sur la physique
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Invariants de déformation basés sur la physique

Invariants basés sur les mathématiques

Ces invariants
I1 = TrC̃ I2 = SecC̃ I3 = DetC̃ (47)

sont basés sur le polynôme caractéristique d’un tenseur d’ordre deux.

Ces invariants
I4 = Tr

(
M̃1 � C̃

)
I5 = Tr

(
M̃1 � C̃ � C̃

)
(48)

I4−i = Tr
(
M̃ i � C̃

)
I5−i = Tr

(
M̃ i � C̃ � C̃

)
(49)

sont basés sur la théorie des représentations (Boehler, Spencer and Betten, 1987).

Mais où est la physique (i.e. la mécanique) ?
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Invariants de déformation basés sur la physique

Pourquoi des invariants basés sur la physique ?

Parce que le modélisateur doit choisir le potentiel qui sera la loi de comportement.

Son travail sera plus simple si le potentiel est formulé ainsi:

W (θ, changement de volume,
élongation des fibres,
cisaillement de la matrice,
friction entre les fibres, . . . ) (50)

plutôt qu’ainsi
W (θ, I1, I2, I3, I4, I5) (51)

où chaque invariant Ii est le résultat combiné des phénomènes physiques/mécaniques.
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Invariants de déformation basés sur la physique

Pourquoi des invariants basés sur la physique ?

En effet, ainsi, il pourra choisir des énergies associées à chaque phénomène physique:

W (θ, Ẽ ) = Wa(θ, changement de volume),

+ Wb(θ, élongation des fibres),
+ Wc(θ, cisaillement de la matrice),

+ Wd(θ, friction entre les fibres),
+ . . . (52)

Puisque chaque phénomène physique aura très probablement son comportement propre et différent de
celui des autres phénomènes.
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Invariants de déformation basés sur la physique

Invariants physiques pour un tissage

On suppose que l’énergie de déformation sera de 3 types fonctions des modes de déformation suivants
(Dib, 2014; Er-Rafik, 2026):

élongation des fils de chaîne
élongation des fils de trame
changement de l’angle entre la chaîne et la trame.

La chaîne sont les fils dans la longueur du tissage, tandis que la trame sont les fils du tissage dans la
largeur du tissage produit.
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Invariants de déformation basés sur la physique

Invariants physiques pour un tissage

Directions des chaînes et trames d’un tissage non-déformé Ω0 (~co ,~to) et déformé Ωt (~c ,~t), et angle α
entre les chaînes et trames:

Les vecteurs ~c et ~t sont matériels, i.e. ils sont emportés par la déformation de la matière.

Ainsi, les déformations sont:
élongation des fils de chaîne: εc = ln c

co

élongation des fils de trame: εt = ln t
to

déformation de changement de l’angle: εct = γ
2 = 1

2 (π2 − α)

où c et t sont les normes des vecteurs ~c et ~t.
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Invariants de déformation basés sur la physique

Invariants physiques pour un tissage

L’énergie libre ψ par unité de masse est choisie ainsi:

dm ψ(θ, εc , εt , εct) = dmcWc(θ, εc) + dmtWt(θ, εt) + dmWct(θ, εct) (53)

où dm est la masse d’un VER de tissage, dmc la masse des chaînes dans ce VER et dmt la masse des
trames et:

énergies Wc et Wt : comportement en traction des chaînes et des trames
énergie Wct : comportement des points de liage du tissage (phénomène de blocage lorsque l’angle
chaîne-trame tend vers zéro).
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Invariants de déformation basés sur la physique

Invariants physiques pour un tissage

La contrainte de Cauchy déduite de cette loi hyperélastique anisotrope est (Dib et al., 2018):

T̃ = ρc
t
∂W
∂εc

(~ec ⊗ ~ec) + ρt
t
∂W
∂εt

(~et ⊗ ~et) +
ρt

2
∂W
∂εct

(
~et× ⊗ ~ec + ~ec× ⊗ ~et

)
(54)

où ρt est la masse volumique déformée du tissage, et ρc
t et ρt

t sont les fractions de masses des chaînes
et des trames dans la masse volumique du tissage (ρt = ρc

t + ρt
t).

en bleu, la contrainte due à l’élongation des chaînes
en rouge, la contrainte due à l’élongation des trames
en noir, la contrainte due au changement d’angle chaîne-trame

Vecteur ~ec : vecteur unitaire dans la direction des chaînes déformées.
Vecteur ~et : vecteur unitaire dans la direction des trames déformées.

G. Bles (IRDL, ENSTA Bretagne) Fibreux et Grandes transformations GdR Fibmat Nov12 2024 44 / 60



Invariants de déformation basés sur la physique

Exemple de la Traction sur un tissage à 45 degrés des fils

(Hosseini et al., 2018)
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Invariants de déformation basés sur la physique

Exemple de la Traction sur un tissage à 45 degrés des fils

(King, Jearanaisilawong and Socrate, 2005)
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Invariants de déformation basés sur la physique

Exemple de la Traction sur un tissage à 45 degrés des fils

Simulation numérique par éléments finis (Dib, 2014); angle entre chaîne et trame (degrés):
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Invariants de déformation basés sur la physique

Exemple de la Traction sur un tissage à 45 degrés des fils

Simulation numérique par éléments finis; angle entre chaîne et trame (degrés):
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Invariants de déformation basés sur la physique

Exemple de la Traction sur un tissage à 45 degrés des fils

Simulation numérique par éléments finis; déformation Hencky transverse:

G. Bles (IRDL, ENSTA Bretagne) Fibreux et Grandes transformations GdR Fibmat Nov12 2024 49 / 60



Invariants de déformation basés sur la physique

Invariants physiques pour les matériaux isotropes-transverses

Décomposition de la déformation en différents modes (Civier, 2023):
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Invariants de déformation basés sur la physique

Invariants physiques pour les matériaux isotropes-transverses

Criscione, Douglas and Hunter (2001) ont su capter ces différents modes de déformation au travers des
invariants suivants:

β1 = ln I3
2 capture le changement de volume (mode vol)

β2 = 3
4 ln I4 −

1
4 ln I3 capture l’élongation dans la direction des fibres (mode stre)

β3 = argcosh
(

I1I4−I5
2
√

I3I4

)
capture les cisaillements dans le plan transverse aux fibres (mode

cross)

β4 =
√

I5
I24
− 1 capture les cisaillements dans la direction des fibres (mode along)

Chaque invariant cible un mode de déformation dont le comportement mécanique peut être identifié par
le modélisateur.
Par exemple, pour des fibres en contact sans matrice:

β1 comportement de compression hydrostatique (par exemple élastique)
β2 comportement des fibres en traction (par ex. visco-élasto-plastique)
β3 glissement, friction et abrasion des fibres entre elles (par ex. elasto-plastique)
β4 glissement, friction et abrasion des fibres entre elles dans un autre mode (par ex.

elasto-plastique)
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Invariants de déformation basés sur la physique

Invariants physiques pour les matériaux isotropes-transverses

Variante de cette décomposition de la déformation en différents modes (Civier, 2023):
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Invariants de déformation basés sur la physique

Invariants physiques pour les matériaux isotropes-transverses

Charmetant, Vidal-Sallé and Boisse (2011) ont adapté les invariants de Criscione pour la variante de
décomposition précédente:

Icomp = β1−β2
3

Ielong = β1+2β2
3

Idist = β3
2

Ish = β4

Par exemple, pour un tissu mou du vivant ou un élastomère renforcé de fibres/fils avec une seule
direction de fibres:

Icomp comportement de compression biaxiale de la matrice seule dans le plan transverse aux
fibres

Ielong comportement en traction des fibres et de la matrice (en parallèle)
Idist cisaillement de la matrice seule (principalement)
Ish cisaillement de la matrice seule (principalement)
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Invariants de déformation basés sur la physique

Exemple de simulation d’un toron

(Civier, 2023)
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Invariants de déformation basés sur la physique

Exemple de simulation d’un toron en contact avec un axe

Quelques vidéos
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Conclusion

Conclusion

Les matériaux à fibres nécessitent:
I souvent, des lois anisotropes
I parfois, le formalisme de Grandes Transformations

Les lois hyperélastiques anisotropes classiques sont une solution.
Le choix des invariants de déformation basés sur la physique:

I facilite le travail du modélisateur,
I permet de mieux modéliser le comportement.
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